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БІОМЕХАНІЧНИХ СИСТЕМ 
Пропонується узагальнений параметричний підхід до моделювання біомеханічних систем. Опи­
сана структура спеціалізованого програмно-апаратного комплексу для моделювання операцій 
ендопротезування опорно-рухового апарату та хребта, розрахунків міцності та жорсткості проте­
зованих елементів та наслідків операції для вибору оптимальної схеми операції та параметрів 
ендопротезів. 
It is proposed generalized parametrical approach for biomechanical system modelling. Structure of the 
specialized soft hardware complex for spatial modelling of locomotorium and spine endoprosthesing 
operations, prosthesed elements strength and rigidity as well as results of prostheses optimal behaviour 
scheme choice for best operation and prostheses scheme is presented. 
1. Суть проблеми 
Н а даний час п ідвищення ефективност і оперативного втручання для ен­
допротезування опорно-рухового апарату стримується в ідсутністю засобів 
передопераційного м о д е л ю в а н н я самої операції , розрахунків міцност і та ж о р ­
сткості елементів , а т а к о ж прогнозування поведінки опорно-рухового апарату 
після операці ї в реальних у м о в а х життєдіяльност і людини . В т о й же час росте 
потреба в таких операціях в усьому світі. Ц е приводить до необхідності роз¬
робляти принципово нові схеми операцій. П а р а м е т р и ендопротез ів та схеми 
оперативного втручання при цьому в ідпрацьовуються протягом тривалого ча¬
су. В той же час при цьому утруднено врахування індивідуальних особливостей 
пацієнта. Всі ці проблеми може усунути комп'ютерне об 'ємне параметричне мо¬
делювання, що використовує методи, алгоритми та програмне забезпечення моде¬
лювання елементів та систем машинобудівних конструкцій. Ці підходи дозволя¬
ють оперувати з об ' єктами складної форми, матеріал котрих суттєво неоднорід¬
ний, анізотропний та має нелінійності фізико-механічних характеристик. 
Т а к и м ч и н о м , набутий досв ід м о д е л ю в а н н я та розрахунків складних ма¬
шинобуд івних конструкцій д а є змогу створити автоматизовану установку д л я 
глибокого та індивідуалізованого моделювання , аналізу та синтезу операцій. 
В т о й же час виникає і випливає на п е р ш и й план проблема опису біомеханіч¬
ної системи, щ о утворюється внасл ідок оперативного втручання. Дійсно, не¬
обхідно в м е ж а х єдиного підходу, щ о на даний час відсутній, описати і геоме¬
трію, і фізико-механічні властивості матеріалу, і у м о в и взаємоді ї елементів 
суттєво різної природи: механічна складова та біологічні тканини. Ц е поро¬
д ж у є значну наукову проблему, щ о м а є насамперед загальнометодолог ічний 
характер. 
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2. Постановка задачі 
Розглянемо довільну б іомеханічну систему ( Б М С ) £ В М . П р и розв ' я занн і 
задач аналізу напружено-деформованого стану (НДС) , рухливості , стабільно­
сті, травматичност і д л я цієї системи виникає потреба у створенні : 1) матема­
тичної модел і ( М М ) , щ о досить адекватно описує поведінку Б М С ; 2) числової 
моделі (ЧМ) , щ о крім дискретних аналогів величин М М містить параметри 
ск інченно-елементної моделі та інструменти управління п р о ц е с о м дискрети¬
зації; 3) фізичної моделі ( Ф М ) , яка додатково характеризує властивості вимі­
рювально ї апаратури, методів досл іджень та схем реєстрації . Бажано , щ о б усі 
ці модел і формально м о ж н а було записати на основі єдиного методу. Ц е 
дасть змогу подолати р ізнотипність не т ільки п р и описі б іологічної та механі¬
чної складових, але й р ізнотипність моделей , щ о використовуються на р і зних 
етапах досл іджень . 
3. Формалізація задачі 
Для опису повед інки б іомеханічних систем пропонується розвинути уза¬
гальнений параметричний підхід [1-3]. Ц е й спосіб полягає у тому, щ о д л я 
опису властивостей досліджуваної Б М С на всіх етапах м о д е л ю в а н н я застосо¬
вується м н о ж и н а узагальнених параметрів V: 8ВМ = БВм(У), де 
V = {Ра}, а = 1,..., Мр. (1) 
Тут узагальнені параметри (УП) {Ра} описують всі значимі параметри я к 
реальної б іомеханічної системи, так і її моделей . Я к У П можуть виступати 
числові величини, структура Б М С , властивості матеріалів , т ипи ск інченних 
елементів , варіанти конструктивного виконання ендопротезу. 
Т а к и й підхід дає змогу ставити та вир ішувати різні т ипи задач: 
1) узагальненого параметричного аналізу, коли досл іджуються залежно¬
сті характеристик ПІ Б М С від о к р е м и х параметрів Р а ч и деякої п ідмножини 
цих параметрів : 
Н = П,(Ра), (2) 
2) визначення достов ірних параметр ів ч и с л о в и х ч и математичних моде¬
лей Б М С за результатами експериментальних досл іджень: 
Ра* = { Р а : \им(М) - и и \ < є } , (3) 
где індекси Ы, М, И в ідносяться до числових , математичних та експери­
ментальних моделей досл іджуваної Б М С , и - зм інна стану (переміщення , де ­
формація , напруження) ; є - задана м е ж а невідповідності . 
3) визначення індивідуальних параметр ів б іомеханічної системи (тип ен-
допротеза , його конструктивна схема, конструктивні параметри) за п е в н и м и 
критер іями (міцність, жорсткість , рухливість) : 
Ра* = { Р а : У (М а) = 0} . (4) 
П е р е в а г о ю запропонованого методу є його нечутливість до типу параме¬
тру, складу м н о ж и н и V, а т а к о ж можливість формально оперувати з Р а я к зі 
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звичайними параметрами у ш и р о к и х межах . 
4. Параметричний опис біомеханічної системи 
Для визначеності будемо надалі розглядати б іомеханічну систему на 
прикладі системи «хребець-ендопротез-хребець» [4-6]. Я к і будь-яка інша 
Б М С , дана б іомеханічна система має принципово відмінні складові : біологіч¬
ні та механічні . 
П р и н ц и п о в і в ідмінності складових - на рис . 1. 
Принципові відмінності 
біологічних та механічних складових 
біомеханічної системи 
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Рисунок 1 
Я к відзначалося, досл іджувана система Бвм м о ж е бути розд ілена на 
складові за дек ількома «параметричними» ознаками. Насамперед , досл іджу­
вана система 5* описується м н о ж и н о ю параметрів V = {РтоьРз^РшлРша} де 
РвІОІ - м н о ж и н а параметрів , щ о описують параметри біологічного о б ' є к т а (у 
даному випадку - конкретного людського організму) ; РМесь - м н о ж и н а пара­
метрів , щ о описують параметри механічних складових біомеханічної системи 
(ендопротез) ; Рзи^ - м н о ж и н а параметрів , щ о описують схеми оперативних 
втручань ; РМоа - множина параметрів математичної, геометричної та числової 
моделей, які використовуються для дослідження поведінки біомеханічної системи 
(наприклад, параметри скінченно-елементної моделі хребець - ендопротез). 
В з а є м о з в ' я з о к параметрів - на рис . 2. 
Кр ім того , параметри можуть бути згруповані за належністю до реально­
го о б ' є к т а Я, математичної моделі М , числової (А/) та експериментальної м о ­
делі (Е): V = {РЯ,РМ,Р^,РЕ}. З точки зору вар іюємост і м н о ж и н а параметрів за­
лежно від постановки задачі в тому ч и іншому випадку розділяється на фіксо­
вані та змінні параметри: V = {Рсо„лРуаг}. 
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Наведен і приклади розподілу 
м н о ж и н и узагальнених параметрів 
носять не т ільки ілюстративний 
характер. В о н и дають змогу наоч¬
но продемонструвати можливість 
створення на базі запропонованого 
підходу технолог ій та інструментів 
для визначення нових схем ендо-
протезування та індивідуально пі¬
дібраних ендопротез ів . 
С В з а є м о з в ' я з о к п а р а м е т с к л а д н о ї м е х а н і ч н о ї с и с т е м г и У 
Рисунок 2 
5. Автоматизована система індивідуального проектування ендопротезів 
Н а основі запропонованого підходу пропонується структура автоматизо¬
ваної системи індивідуалізованого проектування ендопротез ів (рис. 3). 
Дана к о м п ' ютерна система д л я м о д е л ю в а н н я х ірург ічних операцій ендо-
протезування хребта та досл ідження напружено-деформованого стану елеме¬
нтів системи «хребет-ендопротез» дає змогу оптимально п ідбирати параметри 
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ендопротез ів та схеми хірургічних операцій з урахуванням індивідуальних 
особливостей пацієнтів. 
Для досягнення мети необхідні наступні досл ідження: 
I. Досл ідження геометрі ї та створення бази д а н и х параметричних мо¬
делей елементів хребта. 
II. Досл ідження типів конструкцій ендопротезів та створення бази да¬
них їх параметричних моделей . 
III. Дослідження , класифікація та створення бази д а н и х травм (патоло-
гій) хребта. 
I V . Р о з р о б к а математичної моделі для параметричного опису поведін­
ки б іомеханічної системи «елементи хребта-ендопротез» . 
V . Р о з р о б к а загальної параметричної моделі б іомеханічної системи 
«елементи хребта-ендопротез» . 
V I . Р о з р о б к а комп'ютерної системи д л я м о д е л ю в а н н я геометрії та 
напружено-деформованого стану хребта та ендопротез ів . 
VI I . Досл ідження зразків ендопротезів м е т о д о м ск інченних елементів та 
м е т о д о м голографічної інтерферометрі ї . 
VIII . Р о з р о б к а схем хірургічних операцій з ендопротезування за д о п о ­
м о г о ю розробленої к о м п ' ю т е р н о ї системи та досл ідження результат ів у кліні¬
ч н и х умовах . 
У м о в н а наочна схема взаємоді ї етапів - на рис . 4. 
Рисунок 4 
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Для геометричного м о д е л ю в а н н я елементів б іомеханічних систем про¬
понується застосовувати Є Л Б - с и с т е м у P r o / E N G I N E E R , для ск інченно-
елементного м о д е л ю в а н н я - СЛЕ-систему L S - D Y N A . Індивідуальні характе¬
ристики отримуються за д о п о м о г о ю відповідних рентгенограм та томограм. 
Експериментальне досл ідження виконується на голографічній установці м е ­
т о д о м голографічної інтерферометри . База даних та в з ає мо з в ' я з о к даних за¬
безпечуються спеціально с т в о р ю в а н о ю п р о г р а м н о ю оболонкою. 
Діаграма розподілу еквівалентних Діаграма розподілу еквівалентних перемі-
переміщень сегменту з титановим щень сегменту з титановим кейджем типу 
кейджем типу паралелепіпед та з паралелепіпед без оболонки міждискового 
оболонкою міждискового тіла тіла  
Діаграма розподілу еквівалентних Діаграма розподілу еквівалентних за Мізе-
переміщень сегменту з ендопротезом сом напружень сегменту з титановим ен-
із гранульованої гідроксилапатитної допротезом типу гратки Хармса 
кераміки  
Рисунок 5 - Картини напружено-деформованого стану сегмента хребта 
6. Приклади моделювання елементів біомеханічних систем 
М о д у л і та блоки створюваної автоматизованої системи були застосовані 
для визначення напружено-деформованого стану системи «хребець-
імплантат-хребець» з р і зними т и п а м и імплантатів: титановий к е й д ж типу па¬
ралелепіпед, блоки та гранульована г ідроксилапатитна кераміка (ГАК) , тита-
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новий ендопротез типу ґратки Хармса . Н а рис . 5 - приклади результатів п р о ­
ведених розрахунків . 
Отриман і в результаті багатоваріантних досл іджень результати д а ю т ь 
змогу обґрунтовано вир ішувати весь комплекс задач при моделюванн і проце­
су ендопротезування . П е р е в а г и даного підходу полягають щ е й у тому, щ о 
виникає можливість створення баз даних та знань з параметричного опису 
поведінки б іомеханічних систем досить широкого охвату (рис. 6). Т а к и м ч и ­
ном, р о з в ' я з у ю т ь с я задачі я к індивідуалізованого спрямування , так і створен­
ня узагальнених моделей Б М С . 
' М о ж л и в і с т ь створення Л 
узагальненої 
параметричної моделі І 
біомеханічної системи Л 
Можливість опису 
конкретної 
біомеханічної системи 
Стпорення 
баз даних та б а ї з н а н ь 
з опису 
біомеханічних систем 
Можливість розробки 
індивідуальних 
схем ендопротс іушшня 
с Комп'ютерна системи МОДСЛЮЯЯІТТТА С Л е и е н Т І П МІ \ ; и і і ч и і г \ С И С Т Е М 5 
Рисунок 6 - Застосування узагальненого параметричного підходу при моделюванні 
поведінки біомеханічних систем 
7. Н а п р я м и п о д а л ь ш и х д о с л і д ж е н ь 
Запропонован і методи, системи та модел і планується розгорнути у ви­
гляді спеціалізованого програмно-апаратного комплексу , основні складові 
якого розвиваються в Інституті патологі ї хребта та суглобів ім .проф.Сітенка 
Академі ї м е д и ч н и х наук Укра їни та Нац іональному технічному університеті 
«Харківський політехнічний інститут» ( Н Т У «ХПІ») . Зокрема , д л я забезпе¬
чення проведення ск інченно-елементного м о д е л ю в а н н я складних біомеханіч¬
них систем, щ о потребує значних обчислювальних ресурсів , використовують­
ся можливост і страто-кластера «Політехнік-120», щ о розгорнений на базі 
центру «Тензор» Н Т У «ХПІ» (http://tensor.kharkiv.com, tma@kpi.kharkov.ua). 
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ИЗГИБНО-ПРОДОЛЬНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
ВРАЩАЮЩИХСЯ СТЕРЖНЕЙ 
Стаття присвячена дослідженню геометрично нелінійних повздовжньо-ізгибних коливань стер­
жнів, що обертаються. Стержень моделюється із застосуванням гіпотез Ейлера-Бернулі. Коли¬
вання стержня подаються у вигляді ряду по власним формам лінійних коливань нерухомого сте¬
ржню. У роботі були виведені звичайні диференційні рівняння нелінійних коливань. 
Nonlinear axial-bending vibrations of rotating beams are investigated here. Eiler-Bernuly hypothesis 
are used for modeling of a beam. Beam's vibrations are represented in the form of line of natural fre­
quencies nonrotating beam. Ordinary differential equations of nonlinear vibrations are obtained here. 
I. Введение 
Как показывают экспериментальные исследования лопаток турбомашин и 
лопастей вертолетов, в таких конструкциях часто наблюдаются геометрически не­
линейные колебания с амплитудами, соизмеримыми с толщинами стержней [1]. 
Линейные колебания закрученных стержней с учетом несовпадения центра тяже­
сти поперечного сечения и центра упругости исследуются в монографии [2]. Од¬
ной из первых геометрически нелинейная модель гибких стержней была получена 
В.А.Светлицким [3]. Колебания вращающихся стержней рассмотрены 
В.И.Гуляевым [4]. В работе [5] рассмотрены нелинейные колебания балки, на¬
груженной периодической силой, в условиях комбинированного резонанса. Пара¬
метрические колебания стержня с тремя положениями статического равновесия 
асимптотическими методами исследуются в [6]. 
В этой статье исследуются геометрически нелинейные продольно-
изгибные колебания в р а щ а ю щ и х с я стержней. Колебания стержня представ¬
ляются в виде ряда по собственным ф о р м а м л и н е й н ы х колебаний н е в р а щ а ю -
щегося стержня. В статье получены обыкновенные д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е урав¬
нения нелинейных колебаний. 
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